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I. Historische Entwicklung.!

1. Mathematik als Kunst des Berechnens und Vermes-
sens.

Die Wurzeln zu dem Komplex unserer heutigen Kultur, den wir Mathematik
nennen, reichen bis in die frithesten Zeiten zuriick, aus denen uns historische
Kulturzeugnisse vorliegen. Sie beginnen mit der Konzeption von abstrakten
Grundbegriffen wie ,,Zahl“, ,Gerade* aus den konkreten Gegenstéinden der Er-
fahrung, und mit der Verwendung dieser Begriffe zur Behandlung von Aufga-
ben aus dem praktischen Leben.

Bei den Babyloniern finden wir eine weitgehend ausgebildete Kunst des Zah-
lenrechnens, die nicht nur im kaufménnischen Leben, sondern z. B. auch auf
die Berechnung des Laufes der Gestirne angewandt wurde.

Bei den Agyptern war die Kunst der raumlichen Vermessung hoch entwickelt
und diente zur Aufteilung der Felder und Errichtung von Bauwerken.

In beiden Féllen waren die benutzten Regeln fiir das Zahlenrechnen und das
Vermessen geometrischer Gebilde aus der Erfahrung gewonnen. Es waren prak-
tische Rezepte, fir die man sich mit der durchgéngigen Bestédtigung in der
Erfahrung begniigte, ohne tiefer dariiber nachzudenken.

Als Beispiel sei etwa die Rechtwinkelregel der Agypter angefiihrt:

12=3+4+5

Eine Schnur von 12 Léngeneinheiten, so iiber drei Pflocke gespannt, dafs die
Abschnitte 3, 4, 5 Léngeneinheiten sind, gibt zwischen den beiden kleineren
Abschnitten einen rechten Winkel.

Wir erkennen darin heute einen speziellen Fall des Satzes des Pythagoras, oder
genauer seiner Umkehrung, daff némlich in einem Dreieck, in dem die Qua-

IDer Aufsatz erschien erstmals 1953 in Studium Generale, Band 6, S. 392-398.

lei Kritik zu iiben ist, so kann man doch heute schon sagen, dafs hier ein ganz
entscheidender Schritt zur Wiederherstellung der Einheit der mathematischen
Wissenschaft, zu einer Leibnizschen mathesis universalis, getan wird, der nicht
zuletzt auch fiir die Anwendungen der Mathematik in den Naturwissenschaften
eine fruchtbare Auswirkung haben wird.
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gerichteten Haltung sogar so weit, daf bei der Gesamtdarstellung der wissen-
schaftlichen Ergebnisse Euklids Elementen jeder Hinweis auf die heuristisch
zugrundeliegenden vorwissenschaftlichen Quellen unterdriickt ist.

Zusammenfassend kann man sagen, daf die Mathematik der klassischen grie-
chischen Epoche nach Inhalt und Methoden reinste Geisteswissenschaft ist.

3. Mathematik als Mittel zum Verstandnis der Natur.

Zwischen dem vorgriechischen rein-praktischen und dem klassisch-griechischen
rein-theoretischen Standpunkt wurde dann in der spdtgriechischen Zeit eine
groflartige Synthese vollzogen, namlich die Fruchtbarmachung der gewonne-
nen theoretischen Erkenntnisse zum wissenschaftlichen Verstindnis und damit
dann auch zur Beherrschung des Naturgeschehens. Man war schon frither auch
an die in der Natur gemachten Beobachtungen mit der Haltung der pthooopia
herangegangen, d. h. man wollte wissen, ,,was die Welt im Innersten zusam-
menhélt. Und da zeigte sich nun in der spéatgriechischen Epoche, daft das
inzwischen aus rein-idealen Triebkréften geschaffene mathematische Riistzeug
von grofter praktischer Bedeutung war, indem es ermoglichte, feste Gesetze fiir
den Ablauf des Naturgeschehens zu formulieren. Man fand die pythagoraische
These: 'O deos aprduntiler die bei den Pythagordern selbst nur vage gefiihlt
und spekulativ ausgebaut war, {iberall in der Natur in dem Sinne bestétigt, dafs
das Naturgeschehen nach strengen, in der Sprache der Mathematik geschriebe-
nen Gesetzen ablauft. Kurz, es entstanden die Anfinge dessen, was wir heute
theoretische Physik nennen, so etwa die dynamischen und hydrodynamischen
Grundgesetze bei Archimedes und das antike Weltbild des Ptolomdus.

In diesen drei antiken Phasen der Mathematik liegt eigentlich schon alles vorge-
zeichnet, was sich heute nach {iber 2000 Jahren zu dem Thema dieses Vertrags
sagen lafst. Auf dem Gebiet der Mathematik gilt in ganz besonderem Mafe,
daf die griechische Kultur die wesentliche Grundlage unserer heutigen abend-
landischen Kultur ist.

II. Aspekte der heutigen Mathematik.

1. Reine Mathematik.

Die griechische Auffassung von der Mathematik als Geisteswissenschaft ist
heute durch die grofsartige Weiterentwicklung der reinen Mathematik, vor allem

3. Mathematik als begrifflich-vereinheitlichende Wissen-
schaft.

Im Laufe der historischen Entwicklung haben sich Epochen mit ganz verschie-
denartigen Grundtendenzen mathematischen Schaffens abgelost.

Auf die stiirmische Vorwértsentwicklung im Aufklarungszeitalter, deren Le-
bensstrom wesentlich aus den Anwendungen flofs, und die sich im Drange der zu
bewéltigenden Aufgabenfiille nicht die Zeit zu vollig exakter logischer Begriin-
dung nahm, folgte im vergangenen Jahrhundert eine Periode der Riickbesin-
nung auf das logische Fundament des inzwischen errichteten grandiosen Gebéu-
des, verbunden mit einer Vertiefung des Erreichten nach der rein-theoretischen
Seite hin.

Zu Beginn dieses Jahrhunderts schien es, als ob die zu immer groferer Hohe,
Tiefe und Breite anwachsende mathematische Wissenschaft in eine Reihe von
einander getrennter Einzeldisziplinen zerfallen sollte. Die Vertreter der drei
grofen Fachrichtungen:
Arithmetik-Algebra, Analysis, Geometrie,

und sogar die Vertreter einzelner Zweige dieser Fachrichtungen arbeiteten an
speziellen Problemen von vollig verschiedenartigem Charakter und Zielsetzung,
und sie verloren immer mehr das gegenseitige Versténdnis nicht nur fiir ihre Er-
gebnisse, sondern auch fiir ihre Fragestellungen. An dieser Tendenz zum Zerfall
konnte es auch nichts dndern, dafl es noch einzelne ganz grofse Mathematiker
von universalem Charakter gab, wie etwa Hilbert, der im Laufe seines Lebens
auf fast allen Einzelgebieten mathematischen Schaffens entscheidende und fiir
lange Zeit richtungsweisende Fortschritte erzielte, &hnlich wie ein Jahrhundert
zuvor der princeps mathematicorum, Gaufs.

In neuester Zeit ist nun deutlich erneut eine Tendenz zur Vereinheitlichung
des groften Gesamtkomplexes der mathematischen Wissenschaft zu erkennen.
Diese Tendenz kommt von einer ganz unerwarteten Seite her. Es breitet sich
namlich eine der bisher als ausgesprochenes Spezialgebiet — und noch da-
zu von besonders abstraktem Charakter — empfundene Disziplin in immer
steigendem Mafse iiber alle anderen Disziplinen aus, ndmlich die Algebra. Ur-
spriinglich als Theorie des Auflésens von Gleichungen erwachsen, wird sie im-
mer mehr zu einer Formlehre der Gesamtmathematik, wie sie schon Leibniz als
mathesis universalis vorgeschwebt hatte. Nachdem schon seit langem durch
Descartes die Geometrie den Methoden der klassischen Algebra untergeord-
net war, setzt der neue Siegeszug der Algebra mit Feliz Klein ein, der den auf
dem Boden der klassischen Algebra erwachsenen Gruppenbegriff als systema-
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sind, zwischen denen eine Reihe von Relationen, Axiome genannt, bestehen,
unter denen vor allem das Parallelenaxiom eine fiir die euklidischen Geraden
charakteristische Bedeutung hat. Auf die Frage des Kantschen a priori kommt
man bei dieser Auffassung erst, wenn man fragt, wieso man gerade diese Axio-
me zugrunde legt, die jedenfalls vom reinen Denken her vor anderen maéglichen
Axiomen (nichteuklidische Geometrie) in keiner Weise bevorzugt sind. Ob es
so etwas wie eine innere Anschauung gibt, in der die euklidischen Axiome vor
anderen Moglichkeiten bevorzugt sind, ist eine strittige Frage der Philosophie.
Wie man sich auch zu dieser Frage einstellt, jedenfalls sind die Geraden der
Physik nicht apriorisch gegeben und iiberhaupt keine Gegenstdnde unserer
Geisteswelt. Sie sind vielmehr unmittelbar in der Aufenwelt gegeben als die
Bahnlinien von elementaren Materieteilchen oder von Lichtquanten im kréfte-
freien Feld. Sie tragen, wie alle physikalischen Definitionen, eine Unbestimmt-
heit und sogar eine Gebundenheit an den Stand unserer Naturerkenntnis in
sich. Die Aussagen der Geometrie handeln nicht von diesen verschwommenen,
im Bereich unserer duferen Erfahrung auftretenden Geraden, sondern von den
logisch prézise definierten Geraden der Mathematik.

Mit dieser modernen logischen Auffassung von den Gegenstdnden der Geome-
trie und der auf Descartes zuriickgehenden Beschreibung geometrischer Sach-
verhalte durch rechnerische Beziechungen zwischen Zahlen wird iibrigens der
klassischen Nebeneinanderstellung der beiden Hauptzweige der Mathematik:
Zahlenlehre, Figurenlehre,
ihre Grundlage genommen, indem eben die Figurenlehre der Zahlenlehre un-
tergeordnet wird. Statt dessen tritt in der modernen Mathematik eine andere,
rein logisch fundierte Einteilung in zwei wesensverschiedene Hauptzweige:
diskrete Mathematik, kontinuierliche Mathematik.
Diese Einteilung wird, grob gesagt, gegeben durch die Unendlichkeitsstufie
des betrachteten Bereichs mathematischer Gegenstédnde und der zu seiner Be-
schreibung verwendeten logischen Schluftweisen. Im Bereich der Zahlen liegt
der Schnitt zwischen den rationalen Zahlen, deren jede durch einen endlichen
Konstruktionsprozeft aus den natiirlichen Zahlen gewonnen werden kann, und
deren Bilder auf der Zahlgeraden diskret liegen, und den reellen Zahlen, die
erst durch unendliche Konstruktionsprozesse gewonnen werden und deren Bil-
der auf der Zahlgeraden kontinuierlich liegen. Die Unterscheidung beruht auf
der Unmoglichkeit, das Kontinuum vom Diskreten her durch finite logische
Konstruktion zu erfassen. Es handelt sich um dieselbe Unterscheidung, die
schon in den beiden diametral entgegengesetzten Standpunkten
Atomismus, TQVTQ PEL
der griechischen Mathematik und Naturlehre hervortritt und deren Unver-

Obwohl diese Einrichtungen bis in die heutige Zeit fortbestehen und ein reges
wissenschaftliches Eigenleben entwickelt haben, ist die heutige Tendenz doch
ganz deutlich auf eine erneute Verschmelzung dieser Trennung gerichtet. Der
tiefere Grund dafiir liegt in folgenden immer klarer hervortretenden Tatsachen:

Einerseits haben Fragestellungen, die aus den Anwendungen entsprungen sind,
immer wieder die reine Mathematik ganz entscheidend befruchtet. Dies liegt
auf der Hand fiir die Entstehung und den Ausbau der Infinitesimalrechnung.
Ein anderes Beispiel ist etwa die Theorie der Entwicklung willkiirlicher Funk-
tionen nach Eigenfunktionen, die, aus physikalischen Fragen der Schwingungs-
lehre entsprungen, zu einer tiefgreifenden Umwaélzung des Funktionsbegriffs
und auf dieser Basis zu neuen, rein-mathematischen Theorien, wie Integral-
gleichungen, Funktionalanalysis, gefiihrt hat.

Andererseits hat es sich auch immer wieder gezeigt, dafs Erkenntnisse der reinen
Mathematik, die mit keinerlei Gedanken an etwaige Anwendungen gewonnen
wurden, plotzlich — und oft erst Menschenalter nach ihrer Entdeckung — sich
als entscheidende Hilfsmittel fiir Anwendungen erwiesen. Man denke hierbei
etwa an die von Gauf zuerst in der Algebra und Zahlentheorie eingefiihr-
ten komplexen Zahlen, die heute ein nicht mehr wegzudenkendes Hilfsmittel
in der theoretischen Physik und sogar in der praktischen Physik (Elektro-
technik) geworden sind. Oder an die Riemannsche Geometrie, die, aus rein-
mathematischen Fragestellungen der Differentialgeometrie auf Flédchen erwach-
sen, spater die Grundlage fiir die Finsteinsche Relativitdtstheorie geworden ist.

Solche Beispiele in beiderlei Richtung lieffen sich haufen.

Sie lehren, dafs eine scharfe Trennungslinie zwischen reiner und angewandter
Mathematik iiberhaupt nicht zu ziehen ist. Was heute nur ,,angewandtes” In-
teresse hat, kann morgen entscheidende Bedeutung vom ,reinen” Standpunkt
aus haben, und umgekehrt. Natiirlich wird es immer Mathematiker geben, die
mehr nach der einen oder anderen Seite veranlagt, interessiert und tétig sind,
und das ist auch gut, weil nur so hochste Leistungen in der einen oder anderen
Richtung zu erwarten sind. Aber die Mathematik, an der sie beide arbeiten, ist
im Grunde eine untrennbare Einheit. Erst durch ihr Doppelgesicht, als reine
und angewandte Mathematik bekommt sie ihre beherrschende Stellung als eine
der wesentlichen Grundlagen unserer Kultur.

2. Mathematik als experimentierende Wissenschaft.

Man stellt sich gemeinhin vor, daft zwischen der Arbeit des schépferischen, rei-
nen Mathematikers und der des Naturwissenschaftlers ein himmelweiter Unter-
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Ganzen zusammenschliefsen, das von asthetischen Gesichtspunkten, wie Klar-
heit, Durchsichtigkeit, Pragnanz, Eleganz, durch die Fragestellungen ausgeltste
Spannung, durch die Uberzeugungskraft der Beweise vermittelte Befriedigung,
beherrscht wird. Eine diesen Bedingungen geniigende mathematische Theorie,
wie etwa
Infinitesimalrechnung, Zahlentheorie, Funktionentheorie,

ist ein durch seine Schénheit imposantes Gebilde, ein durch seine Dynamik
lebensvoller Organismus, kurz ein Kunstwerk, und dient, wie ein grofser Ma-
thematiker einmal gesagt hat, einzig und allein der Ehre des menschlichen
Geistes.

2. Angewandte Mathematik.

Neben diesem FEigenleben der Mathematik als einer reinen Wissenschaft, ei-
ner Geisteswissenschaft, steht als ebenso unbestrittene Realitét ihre dienende
Funktion als eine angewandte oder besser anwendbare Wissenschaft, nicht nur
in der untergeordneten vorgriechischen Rolle einer Kunst des Berechnens und
Messens, sondern vor allem in der souverdnen spétgriechischen Rolle einer
Kunst des Erklirens, Verstebens und damit Beherrschers der Natur.

Die eigentiimliche und einzigartige Stellung der lathematik in dieser Hinsicht
hat Kant dahin zusammengefafst, daf eine Wissenschaft diesen Namen nur
insoweit verdient, als sie mit den Methoden der Mathematik vorgeht. Wir
konnen diese Kantsche These auch heute noch bejahen, jedenfalls im Bereich
der sog. exakten Naturwissenschaften. Die Mathematik erscheint in ihnen als
ein ordnendes Prinzip fiir die so unendlich komplizierte Fiille der Erscheinun-
gen der Aufenwelt und dariiber hinaus als eine Methode, das Geschehen in
dieser Aufsenwelt dadurch einheitlich zu verstehen, daf es allgemeinen, in ma-
thematischer Sprache geschriebenen Gesetzen unterworfen wird.

Daft es dem Lehrgebdude der reinen Mathematik, mit seiner vorher geschil-
derten logischen und &sthetischen Eigengesetzlichkeit, gelingt, diese Funktion
so handgreiflichem und durchschlagendem Erfolg zu erfiillen, ist ein vielleicht
noch tieferes Wunder wie die vorher besprochene wunderbare Fahigkeit des
Menschengeistes, mittels endlicher logischer Schlufsverfahren zu Aussagen {iber
unendliche Gesamtheiten zu gelangen. Denn wihrend dort die Gesamtheiten
unserer inneren FErfahrung, also unserem Denken, entstammen und mit den
Methoden eben dieses Denkens angepackt werden, handelt es sich hier um
Gegenstéande unserer duferen Erfahrung, die, von vornherein dem denkenden
»Subjekt als ganz andersartiges ,,Objekt” gegeniibersteht.

Nun ist allerdings zu sagen, daff die in mathematischer Form iiber die Au-
Renwelt gemachten Aussagen, die Naturgesetze, nicht den Anspruch auf vol-
lig exakte Giiltigkeit in der wirklichen Auflenwelt machen kénnen. Die in sie
eingehenden Begriffe und die Gesetze selbst sind immer an idealisierende Vor-
aussetzungen gebunden, die in Wirklichkeit niemals genau realisiert sind. Es
gibt in der Wirklichkeit eben keine Massenpunkte, keine kriftefreien Felder
usw. Bei den Naturgesetzen handelt es sich demnach um Aussagen iiber eine
idealisierte Aufsenwelt, die in Wahrheit nur in unserer Vorstellung existiert.
Aber es lassen sich fiir die Abweichungen, die in der wirklichen gegeniiber
dieser idealisierten Aufsenwelt vorliegen, auf mathematischem Wege Grofsen-
abschétzungen gewinnen und damit Genauigkeiten festlegen, innerhalb derer
die Naturgesetze Giiltigkeit beanspruchen kénnen. Und es bleibt dann auch bei
dieser Einschrinkung die wunderbare Tatsache, dafs man auf Grund von ma-
thematisch formulierten Naturgesetzen Prophezeiungen iiber den Ablauf des
Naturgeschehens machen kann. Dafs ein frei losgelassener Stein nach 2 sec eine
Hohe zwischen 19 und 20 m durchfallen haben wird, erscheint uns auf Grund
des Galileischen Fallgesetzes s = %t* ebenso unbedingt gewif, wie auf Grund
des kommutativen Multiplikationsgesetzes ab = ba die Tatsache, dafs wir bei
Ausfithrung der Multiplikation zweier zehnstelliger Zahlen in beiden Reihen-
folgen das gleiche Ergebnis erhalten werden. Nur daf beim Fallgesetz unser
Erstaunen iiber die Moglichkeit einer solchen Prophezeiung mit Recht noch
grofser ist als beim Zahlenrechnen. Es ist eben ein grundsétzlicher Unterschied
zwischen dem Wahrheitscharakter von Prophezeiungen iiber unsere Gedanken-
welt und tiber die Aufienwelt vorhanden. Daf das Fallgesetz einmal verletzt
sein konnte, ist fiir den menschlichen Geist denkbar, nicht aber, dafs das kom-
mutative Multiplikationsgesetz fiir die natiirlichen Zahlen einmal verletzt sein
kénnte.

Kant hat sich {iber das Wunder der Anwendbarkeit der Mathematik auf das
Naturgeschehen tiefe Gedanken gemacht. Seine Antwort war, daff wir die Natur
ja iiberhaupt nur durch die uns inhérente Brille der rdumlichen und zeitlichen
Form unserer inneren Anschauung wahrnehmen, und daff wir damit die fiir
diese Form a priori giiltigen mathematischen Gesetze von uns aus in die Natur
hineinsehen. Der Kern dieser Kantschen Antwort ist, von der strittigen Frage
des apriorischen Charakters gerade der euklidischen Geometrie und iiberhaupt
der geometrischen Gegenstédnde abgesehen, auch heute noch zu bejahen. Wie
man aber auch zu dieser Kantschen These steht, sie erklart doch lediglich, wie-
so die Mathematik als ordnendes Prinzip fiir die Erscheinungen der Aufienwelt
geeignet ist, und bestenfalls, wieso sie uns zu einem tieferen Verstdndnis die-
ser Erscheinungen verhelfen kann, aber nicht, wieso die mit ihren Denkmitteln



