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Vorwort!

Am 20. Januar 1951 habe ich meine Antrittsvorlesung in der Mathematisch-
Naturwissenschaftlichen Fakultit der Universitdt Hamburg tiber das Thema
»Mathematik als Wissenschaft, Kunst und Macht“ gehalten. Einer Auffor-
derung des Amerikahauses in Hamburg folgend, habe ich dann in der dor-
tigen offentlichen Vortragsreihe am 15. Januar 1952 iiber dieses Thema et-
was ausfiihrlicher gesprochen. Viele Freunde, die einen dieser Vortréage gehort
oder mein Manuskript gelesen hatten, haben mich zur Veroffentlichung meiner
Ausfithrungen ermutigt, und der Verlag fiir angewandte Wissenschaften hat
sich freundlicherweise dazu bereit erklért.

Ich folge diesem Wunsche gerne, weil ich jede Gelegenheit begriifie, in einer
breiteren Offentlichkeit Verstindnis fiir das wahre Wesen der so oft verkannten
Mathematik zu wecken. Da es sich um personliche Bekenntnisse und nicht um
wissenschaftliche Erkenntnisse handelt, schien es mir angebracht, die lebendige
Form des miindlichen Vertrags auch im Druck beizubehalten.

Dem Verlag sei fiir den Entschluf}, dieses anspruchslose Schriftchen heraus-
zubringen, und fiir sein bereitwilliges Eingehen auf meine Wiinsche bei der
Drucklegung herzlichst gedankt.

Hamburg, im Herbst 1952

Der Verfasser

Einleitung

Wenn ich, von anderen nach meinem Beruf gefragt, mich als Mathematiker zu
erkennen gebe, muf ich nur allzuoft die Antwort horen:

,Ach, Mathematiker! Davon verstehe ich so gut wie gar nichts!“

oder auch:

»Dafiir bin ich vollig unbegabt*,

und dies keineswegs nur von einfachen Menschen, sondern recht haufig auch
von hochgebildeten!

Ich erwidere dann gewohnlich:
»Nun, dann hat niemand Thnen die Mathematik richtig nahegebracht®,

IDie Rede wurde 1952 im Verlag fiir Angewandte Wissenschaften, Wiesbaden publiziert.

zu seiner Konzeption der Quantenmechanik, der Grundlage der Atomphysik,
aus der Berithrung mit dem Arbeitskreis iiber abstrakte Algebra der grofien
Gottinger Mathematikerin EMMY NOETHER geschopft hat. Solche Beispiele
lieen sich héufen.

Es gibt in neuerer Zeit den Berufstypus des Industriemathematikers, und
wihrend des letzten Krieges sind in allen beteiligten Lindern Mathematiker
zu den verschiedenartigsten technischen Aufgaben herangezogen worden; nicht
nur solche, deren Ausbildung von vornherein auf die Anwendungen ausgerichtet
war, sondern auch solche, die vorher niemals an Anwendbarkeit oder bestimm-
te Anwendungen ihrer wissenschaftlichen Féhigkeiten und Ergebnisse gedacht
hatten. Dabei hat sich etwas Uberraschendes gezeigt: Im grofien und ganzen
waren die reinen Mathematiker den nur auf die Anwendungen gedrillten In-
dustriemathematikern weit iiberlegen, nicht nur im Ausmafl des Blickfeldes,
das sie auf bisher unversuchte Ansétze und Methoden fiihrte, sondern auch in
der Einzeldurchfiihrung der gestellten Aufgaben, bei der ihnen ihr souveréner
Standpunkt dem rein handwerksmifigen Kalkiil gegeniiber zugute kam. Die
Macht, die man sich durch das Studium der allgemeinen Methoden der theore-
tischen Mathematik und die Beschéftigung mit ihr angehorigen tiefliegenden
Problemen erwirbt, ist eben doch gréfler als die eines enger begrenzten, wenn
auch noch so griindlichen Kénnens in einer von vornherein durch den Gedanken
an Anwendungen bestimmten Richtung.

Weitblickende industrielle Personlichkeiten, wie es etwa ein WERNER VON SIE-
MENS war, haben das ldngst eingesehen. Sie geben der reinen mathematischen
Forschung in ihren sonst nur auf Forderung der Technik und Erzielung von
finanziellem Gewinn eingestellten Betrieben Raum, und sie stéren die hoch-
qualifizierten Mathematiker, die sie enger an ihr Werk gekettet haben, in ihrem
psychischen Gleichgewicht und damit in ihrer Produktionskraft nicht durch die
Frage: ,,Ja, wozu ist denn das eigentlich gut, was du da treibst?*

Und wenn ich im ersten Teil meines Vertrags gesagt habe, dafl das Ansehen
der Mathematik in breiten Kreisen der Bevélkerung heute sehr zu wiinschen
itbrigléBt, so habe ich unter anderem gemeint, daf§ eine solche Frage jedenfalls
von gebildeten Menschen, die durch ihre Schulerziehung mit den Grundlagen
der Mathematik in enge Beriihrung gekommen sind, iiberhaupt nicht gestellt
werden diirfte.

Wenn sie doch immer wieder gestellt wird, so ist das ein grundsétzlicher Mangel
in der Art des mathematischen Unterrichts auf unseren héheren Schulen, ein
Thema, {iber das sich viel sagen liefle. Das wiirde aber den Rahmen dieses schon
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kenntnisse eines Mathematikers® versehen sollen. Ich will aber in dieser Rich-
tung nicht so weit gehen wie der jiingst verstorbene grofie englische Mathema-
tiker HARDY, der am Schlusse seines an wissenschaftlichen Triumphen gréfiten
Ausmafes iiberreichen Lebens ein Biichlein mit dem Titel ,, A mathematician’s
apology* veréffentlicht hat?, in dem er sich sozusagen fiir seine eigene Existenz
als Mathematiker entschuldigt.

Denn ich finde: Eine Wissenschaft, deren iiber zweitausendjidhrige Geschichte
ein dauerndes, stetiges Aufsteigen in immer groflere Hohen gewesen ist, hat
es nicht notig, sich bescheiden fiir ihre Existenz zu entschuldigen, sondern sie
darf stolz und mutig vor die Welt treten, mit dem Bekenntnis: ,, Hier bin ich;
seht voll Ehrfurcht auf die tiefen Erkenntnisse im Reiche des Denkens, die
ich gewonnen habe; bewundert meine kristallklare, lebendige Schénheit und
staunt, welche Féhigkeiten ich euch in die Hand gebe!*

In anderer Hinsicht aber glaube ich, daf§ ich mich fiir diesen Vortrag ent-
schuldigen muf. Ich komme dazu auf meinen Ausgangspunkt zuriick. Es ist
gelegentlich vorgekommen, daf} ein Geisteswissenschaftler mir gesagt hat: ,,Die
Mathematik ist mir auf der Schule immer ein Greuel gewesen.“ Da habe ich
zur Antwort gegeben: ,Mir der deutsche Aufsatz; besonders der iiber soge-
nannte freie Themata“, wie es auch tatséchlich gewesen ist. Und so muf ich
Thnen bekennen, dafl mir der Entschlufl nun heute, nach lange zuriickliegender
Schulzeit, iiber ein solches , freies Thema® zu sprechen, nicht leicht gewesen ist,
und dafl mir die Vorbereitung dazu mindestens ebenso viele geistige Schmerzen
bereitet, hat wie damals in meiner Primanerzeit die deutschen Aufséitze.

Wem von der Natur nicht die Gabe, eines Dichters oder Redners verliehen ist,
der muf} sich bei einer solchen Aufgabe fiir jeden einzelnen Gedanken, den er
zu entwickeln hat, den geeigneten Ausdruck mithsam abringen. Ich kann hier
nur das tun, was einst der grofle Dichter DANTE tat, als er nach der recht
realistischen, grausigen Schilderung des Inferno dazu iiberging, die lichteren
Gefilde des Purgatorio und des Paradiso in seinen Versen vor den Augen des
Lesers aufsteigen zu lassen, ndmlich die Muse der Dichtkunst Kalliope anrufen,
dafl sie seine Worte befliigeln mochte. Aber da ich als Mathematiker der Gunst
dieser giitigen Muse nicht so gewifl sein kann wie der begnadete Dichter, so
muf ich Sie bitten, mit der Ausdrucksform meiner Darlegungen freundlichst
Nachsicht zu haben.

SchlieBlich noch ein letztes Wort in diesen einleitenden Ausfithrungen. Es liegt
in der Natur meiner ,,Bekenntnisse®, dafl ich — wie schon bisher — auch im

2Cambridge University Press 1948.

Wissenschaft gebunden habe. Uber eines von diesen, die Schonheit der Mathe-
matik, habe ich im zweiten Teil in grofier Ausfiihrlichkeit gesprochen. Uber ein
weiteres will ich jetzt reden, kann mich aber dabei etwas kiirzer fassen. Denn
wéhrend

,Die Mathematik als Kunst“
eine These ist, die wohl den meisten Menschen zunéchst als paradox erscheint,
ist

,Die Mathematik als Macht*
eine Realitit, die auch dem dieser Wissenschaft Fernstehenden auf Grund des-
sen, was er iiber ihre Anwendungen weif}, sofort einleuchten wird.

Durch die eben gegebene Erlduterung ist, wenigstens in erster Annaherung,
klargestellt, was ich meine, wenn ich jenes weitere Moment als die Macht der
Mathematik bezeichne. Vielleicht wird man sich nur etwas an der Wahl des
Wortes ,,Macht“ stoflen. Ich habe Anlafl zu der Annahme, daf} ich hinsichtlich
dieses Wortes mifiverstanden werden kénnte. Denn man hat mich verschiedent-
lich danach gefragt, wie ich es verstehe, und von einer Seite wurde mir sogar
vorgeschlagen, statt ,Macht“ doch lieber gleich , Versklavung® zu sagen. Das
sei ferne von mir! An diese Art von Macht iiber andere, die zur Versklavung
fiihrt, habe ich nicht im entferntesten gedacht.

Ich habe vielmehr genauestens in mir selbst nach den seelischen Erlebnissen
gesucht, die mir die Beschéftigung mit der Mathematik gebracht hat; und da
habe ich neben dem Erlebnis der Begeisterung fiir die objektive, ewige Wahr-
heit und dem Erlebnis der Freude an der kristallklaren oder berauschenden
Schonheit noch ein Drittes gefunden, ndmlich das Erlebnis des Vollgefiihls der
eigenen Kraft, wenn es mir gelungen war, eine allgemeine Methode zu schaffen,
nach der man ein offenes Problem 16sen und alle weiteren in Zukunft etwa auf-
tauchenden speziellen Fragen iiber den behandelten Gegenstand beantworten
kann.

Stellen Sie sich etwa vor, was ein LEIBNIZ empfunden haben muf}, als es
ihm gelungen war, seinen allgemeinen Infinitesimalkalkiil aufzustellen und zu
entwickeln! Vorher mufite man, wie uns das schon ARCHIMEDES an zahlrei-
chen Einzelproblemen gelehrt hat, jedes einzelne Inhaltsproblem, Tangenten-
problem, Maximalproblem nach einem besonderen Verfahren ansetzen und
jedesmal eine fiir gerade dies Problem zugeschnittene, oft schwierige Rech-
nung durchfiithren, um zur Lésung zu gelangen. Leibniz gab einen allgemeinen
Kalkiil, mit dem man alle diese klassischen, fiir die Anwendungen in Naturwis-
senschaften und Technik so wichtigen Probleme in v6llig einheitlicher, tiberaus
einfacher und eleganter Weise 16sen konnte, und der dariiber hinaus fiir jedes
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Meine damaligen Ausfiihrungen haben bei den dortigen Naturwissenschaft-
lern, die iiber ihre ,,Befreiung vom geisteswissenschaftlichen Joch*“ froh waren,
lebhaften Protest hervorgerufen, weil ich mit der ganzen Einseitigkeit eines ju-
gendlichen Hitzkopfes iiber die Bedeutung der Mathematik fiir die Naturwis-
senschaften hinwegging. Ich hoffe, dafl Sie mich heute nicht dieser Einseitigkeit
bezichtigen werden, nachdem Sie gehort haben, was ich im dritten Teil dieses
Vortrags iiber die Bedeutung der Mathematik fiir die Naturwissenschaften sa-
gen will. Aber fiir diesen ersten Teil erscheint mir jene damalige These, an
der ich auch heute noch voll festhalte, der geeignete Ausgangspunkt, eben weil
sie sagt, wo meiner Ansicht nach die Mathematik als Wissenschaft hingehort:
unter die Geisteswissenschaften.

Wer mit der Mathematik lediglich die Vorstellung des Berechnens, genauer des
Berechnenkonnens verbindet, siecht an ihrem wahren Charakter vorbei.

Um diesen wahren Charakter zu erfassen, wollen wir uns an der Geschichte
der Mathematik orientieren.

Die Babylonier konnten den Lauf der Gestirne berechnen; sie benutzten dazu
das, was wir heute sphérische Trigonometrie nennen, verbunden mit einer bis
ins einzelne durchgebildeten Technik des Zahlenrechnens in ihrem hexagesi-
malen Zahlsystem.

Die Agypter hatten die Kunst der Feldvermessung zu hoher Vollendung ge-
bracht; sie benutzten dazu Regeln aus der elementaren Geometrie.

Aber bei beiden Volkern waren die verwendeten Regeln fiir das Rechnen und
Vermessen reine Erfahrungstatsachen. So etwa die bekannte Regel, nach der
die Agypter rechte Winkel absteckten, némlich mittels einer geschlossenen 12
Einheiten langen Schnur, die um drei Pflocke so gespannt wurde, daf die Seiten
des entstehenden Dreiecks 3, 4 und 5 Einheiten lang werden:

ein blutvolles Lebewesen, das von einem starren, toten Gebilde himmelweit
verschieden ist.

5. Tragik des Mathematikers durch Streben nach Formalisierung.
Wie schon gesagt, darf in der Mathematik, ganz entsprechend wie in der Kunst,
die &uere Form nicht so in den Vordergrund treten, dafl durch sie der eigentli-
che mathematische Inhalt {ibertont wird. Hier liegt fiir jeden schaffenden und
gestaltenden Mathematiker eine grofle Gefahr, ja eine inhdrente Tragik seiner
Existenz.

Betrachten wir noch einmal den mathematischen Gestaltungsprozef3! Von einer
urspriinglichen intuitiv konzipierten Idee aus fithrt er iiber einen ersten aus-
gearbeiteten Entwurf durch vielfache weitere Uberarbeitung, Verbesserung,
Erginzung, Umgestaltung schliefSlich zur endgiiltigen Gestalt.

Bei jedem dieser Schritte geht nun notwendig etwas von dem urspriinglichen
Leben, von der intuitiven Erfaflbarkeit, von der dem Ganzen innewohnenden
Dynamik, kurz von der Schonheit im Groflen verloren, wiahrend die Schonheit
im Kleinen vielleicht gewinnt. Treibt man diesen Prozef} bis zum &uflersten, so
bleibt schliellich ein blutloses, totes Gebilde von der niichternen Struktur: De-
finition, Satz, Beweis in vielfacher Wiederholung; und es ist damit in eklatanter
Weise das schon genannte Lebensgesetz der Mathematik verletzt.

Musterbeispiel fiir diesen lebenslosen Endzustand ist die zusammenfassende
Darstellung des mathematischen Wissens der klassischen griechischen Epoche
in EUKLIDs ,,Elementen“, einem mathematischen Lehr- und Handbuch, das fiir
den Belehrung oder Information Suchenden mafllos langweilig und ermiidend
ist.

Damit soll nichts Herabsetzendes iiber den hohen wissenschaftlichen Wert die-
ses beriihmten Zeugnisses griechischen Geisteslebens gesagt sein. Dieser steht,
nachdem das Werk bis in unsere Zeit hinein beherrschenden Einflul auf die
Gestaltung des mathematischen Schulunterrichts gehabt hat — in England
heifit das Schulfach Mathematik noch heute gelegentlich Euclid —, auch heu-
te noch in hohem Kurs, vor allem bei denjenigen Mathematikern, die an den
logischen Grundlagen ihrer Wissenschaft und axiomatischen Untersuchungen
in ihr interessiert sind. Fiir diese ist gerade die hier bis zum &uflersten getrie-
bene Formalisierung und die durch sie erreichte Form eigentlicher Gegenstand
wissenschaftlicher Betrachtung, &hnlich wie etwa die Harmonielehre fiir einen
Musiktheoretiker, und sie finden in dieser Sphére beim Studium von Euklids
Elementen Wohlklénge, die an dem auf den mathematischen Inhalt gerichteten
Leser vorbeigehen.
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jungen Menschen zum Schiiler zu haben und bei einer bedeutenden Entdeckung
dieses Schiilers Pate zu stehen, mufl das Herz hoher schlagen, wenn er liest, mit
welcher Liebe der grofie Meister und weltumspannende Geist des klassischen
Griechentums das sprudelnde Genie dieses seines Jiingers lebendig vor Augen
fiihrt.

Bezeichnend dafiir, welch eine hohe Meinung Platon von dem Wert der Ma-
thematik als der erhabensten Betétigung des menschlichen Geistes und von
ihrem Einfluf} auf die Formung edelster menschlicher Eigenschaften hatte, ist
es auch, dafl er in seinem ,Staat“ die Mathematiker als die Menschen hin-
stellt, die vor allem zu fithrenden Stellungen im 6ffentlichen Leben geeignet
und berufen sind.

Vielleicht séhe die Welt heute besser aus, wenn in den vergangenen iiber zwei-
tausend Jahren dieser Platonische Gedanke realisiert gewesen wire! Es mag
sich hierbei um eine aus reinstem Idealismus geborene Idee handeln, die in der
Praxis kaum durchfiihrbar ist und zu der man, neben der sicher wahren Rand-
bemerkung: ,, Ja, aber Politik verdirbt doch den Charakter!*, als Mathematiker
auch noch etwas scherzhaft bemerken kénnte: ,, Wie sollte denn die mathema-
tische Wissenschaft weiter gedeihen, wenn ihre Besten das Schwergewicht auf
politische Betitigung legen miifiten?“ Aber es ist doch zu wiinschen, daf§ das
Ansehen des Mathematikers bei der grolen Masse seiner Mitmenschen wieder
so hoch wird wie in der klassischen griechischen Zeit, so dafy dann die Reaktion
auf das Bekenntnis ,, Ich bin Mathematiker* in der Mehrzahl aller Falle von der
in der Einleitung dieses Vertrages geschilderten wesentlich verschieden ausfillt.
Gerade bei uns in Deutschland ist das Ansehen der Mathematik, das noch im
Aufklarungszeitalter recht hoch war, unter dem dann einsetzenden Einflufl von
Romantik und Humanismus stark zuriickgedrangt worden, ganz im Gegensatz
etwa zu Frankreich, wo die hohe Bewertung der Mathematik und der Mathe-
matiker durch NAPOLEON noch heute nachklingt, und wo iibrigens in der Tat
gar mancher Mathematiker zu einer fithrenden Stellung im 6ffentlichen Leben
gelangt ist, so wie bei uns in fritherer Zeit etwa LEIBNIZ.

Wenn ich nach dieser historischen Digression auf mein eigentliches Thema
zuriickkomme, so darf ich jetzt voraussetzen, dafl wir uns dariiber klar sind,
welche Mathematik gemeint und welche nicht gemeint ist. Gemeint ist die
Mathematik im Platonischen Sinne, also als eine Wissenschaft des Geistes,
und nicht gemeint ist die Mathematik als eine Fahigkeit des Rechnens und
Vermessens.

Und wenn ich nun sagen soll, welches das primum movens ist, das mich zu dieser
Wissenschaft hingezogen und mich fiir mein Leben in ihren Bann geschlagen

einheitliche Theorie nicht nur in rohen Umrissen zu konzipieren, sondern auch
in ihren Einzelheiten zu gestalten, von der Erfindung einer adéquaten Bezeich-
nungsweise angefangen, iiber die Entwicklung der adiquaten Beweismethoden
bis zur Losung der Fragestellungen, die Anlaf fiir die Schépfung der Theorie
waren, und unter Umsténden weiterer Probleme, zu denen die Theorie viel-
leicht in {iberraschender Weise den Zugang 6ffnet — Mathematiker dieser Art,
wie etwa LEIBN1Z, der Schopfer der Differential- und Integralrechnung — ich
sage absichtlich Schopfer, nicht nur Entdecker — | sind mit den Schépfern mo-
numentaler Kunstwerke, einem BEETHOVEN, (GOETHE, MICHELANGELO, zu
vergleichen.

LANDAU, ein hervorragender und iiberaus fruchtbarer Mathematiker unseres
Jahrhunderts, dem allerdings der &sthetische Gesichtspunkt voéllig fern lag,
hatte doch fiir dies letztere, die Schonheit im Groflen oder auch die Dyna-
mik in der Mathematik, so viel Sinn, dafl er einen seiner riesenhaften, aus
unzédhligen Hilfsséitzen zusammengesetzten Beweise fiir ein wichtiges mathe-
matisches Theorem ein , grofles Drama in drei Akten* nannte, ,das sich von
anderen Dramen dadurch unterscheidet, daf} in ihm etwas bewiesen wird“. Die-
ser echt Landausche Zusatz, mit seiner abfélligen, wenn auch wohl nur scherz-
haft gemeinten Kritik an der dramatischen Kunst, iibersieht in meinen Augen
die Tatsache, dafl in guten Dramen in einem tieferen Sinne ebenfalls ,etwas
bewiesen wird“, indem némlich die Kunst des Dichters seelische Wahrheiten
iiberzeugend vor Augen fiihrt. Der Landausche Vergleich, zwischen schipfe-
risch gestaltender Mathematik und Dramatik, ist mir aber als solcher aus dem
Herzen gesprochen. Bringt er doch gerade das zum Ausdruck, was in meinen
Augen ein sehr wesentlicher Zug wirklich grofier mathematischer Schopfungen
ist, ndmlich ihren dynamischen, mit reilenden Charakter.

4. Mitteilung von Mathematik. Ein bedeutender Mathematiker des vori-
gen Jahrhunderts hat einmal gesagt:

»,Die Mathematik ist eine groflartige Unterhaltung des menschlichen Geistes
mit sich selbst.

Das ist gewif} richtig. Aber ich glaube, daf} es das Wesen der Mathematik eben-
sowenig vollstdndig wiedergibt, wie wenn ein Kiinstler seine Werke nur in dem
Gedanken schafft, sich selbst damit zu erbauen. Das wahrhaft Grofle an der
Kunst ist ja doch gerade, daf} sie eine Sprache ist, die von Menschenseele zu
Menschenseele spricht. Und so ist es auch mit der Mathematik. Ein echter
Mathematiker, der etwas Schones gefunden hat, spiirt in sich den unwider-
stehlichen Drang, diese seine Entdeckung anderen mitzuteilen. Fiir die eigene
Erbauung geniigt in den meisten Féllen schon die rohe, intuitiv erschaute Form
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dessen darstellen, was ich heute hier ausfithren will. Dariiber will ich in den
folgenden beiden Teilen dieses Vertrages sprechen.

II. Mathematik als Kunst

Oft habe ich héren miissen, besonders von Damen:

,Ihr Mathematiker seid alle kalte, niichterne Verstandesmenschen! Wie kénnt
ihr nur Befriedigung in einer Tétigkeit finden, die nichts fiir das Herz, nichts
fiir die Seele bietet?*

Hierzu mochte ich aus meiner eigenen, tiefsten Erfahrung bekennen, daf ich
in der Mathematik, neben ihrem geisteswissenschaftlichen Charakter und iiber
diesen hinaus, in immer steigendem Mafle die Merkmale einer Kunst und damit
sehr viel fiir Herz und Seele sehe.

Wenn ich hier von Kunst rede, so denke ich nach meiner persénlichen Veran-
lagung vornehmlich an die Musik. Ich bin jedoch iiberzeugt, dafl das, was ich
jetzt sagen will, in &hnlicher Weise auch auf den Vergleich der Mathematik mit
anderen Kiinsten zutrifft.

Die Tatsache, daf eine Reihe von hervorragenden Mathematikern gleichzeitig
hochmusikalisch gewesen sind, hat schon mehrfach Anlafl gegeben, sich Gedan-
ken dariiber zu machen, ob iiberhaupt und, wenn ja, welche inneren Beziehun-
gen zwischen diesen beiden Veranlagungen bestehen. Man hat da mancherlei
Erkldrungsversuche gemacht.

1. Solch ein ganz primitiver Versuch liegt in der Feststellung, dafl das Reich
der Téne von den mathematischen Gesetzlichkeiten der Harmonielehre be-
herrscht wird. In der Tat hat die Pythagoreische Entdeckung, dafl die har-
monischen Intervalle durch einfache Verhéltnisse ganzer Zahlen, ndmlich der
Schwingungszahlen, beschreibbar sind, den Anstofl zur Zahlenlehre der Pytha-
goreer gegeben, die einerseits eine fiir diese Friihzeit der griechischen Kulture-
poche beachtliche Reihe von interessanten mathematischen Ergebnissen iiber
die ganzen Zahlen enthilt, andererseits nach der metaphysischen Seite hin in
der bekannten These gipfelt: ,, Alles ist Zahl.“

Aber dieser arithmetische Charakter des Tonmaterials hat doch ganz und gar
nichts mit dem kiinstlerischen Charakter eines Tonwerkes zu tun. Man muf}
schon tiefer schiirfen, um dem Wesen der Sache ndherzukommen.

2. Andere haben gesagt, dal das kunstvolle Gefiige einer mehrstimmigen Fuge
zu vergleichen sei mit dem kunstvollen Gefiige eines mathematischen Bewei-
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Was gemeint ist und worauf der Nachdruck liegt, werden Sie sofort aus der
folgenden Formulierung derselben Aussage erkennen:

Jede Primzahl p, die von der Form p = 4n+ 1 mit einer natiirlichen Zahl n ist,
148t sich als Summe zweier Quadrate natiirlicher Zahlen x,y darstellen, also
in der Form

p=a%+y>
Dabei sind die beiden nattirlichen Zahlen x,y voneinander verschieden und,
von der Reihenfolge abgesehen, durch die Primzahl p eindeutig bestimmt.

Hier ist zunéichst schon die Bezeichnung suggestiver:

p  Primzahl,

n  natiirliche Zahl,

x,y die gesuchten Unbekannten.

Ferner beginnt die Aussage mit der Formulierung des Gegebenen (Vorausset-
zung) und unterldBt auch nicht, durch das Wort ,jede* den Nachdruck darauf
zu legen, dal man die Primzahl p von der Form 4n + 1 ganz beliebig wihlen
darf, dafl es sich also um einen Satz handelt, der fiir alle Primzahlen dieser
Form gilt. Sodann ist die eigentliche Aussage (Behauptung) klar zerlegt in ihre
beiden wesentlichen Teile, die Existenzaussage (,,1a8t sich“) und die Eindeu-
tigkeitsaussage (,sind . . . eindeutig bestimmt®). Und dies alles ist erreicht,
ohne daffl dem Flufl der suggestiven Sprache des téglichen Umgangs durch
iibertriebene, von mathematischen oder logischen Gesichtspunkten beherrsch-
te Formalisierung Gewalt angetan ist.

Nun habe ich zwar dieses Beispiel nicht aus der Fachliteratur entnommen, son-
dern es mir fiir diesen Vortrag mit einer dem Inhalt nach moglichst allgemein-
verstindlichen Aussage zurechtgelegt. Die fsthetischen Mingel jedoch, die
ich an ihm aufzeigen wollte, sind keineswegs meiner Phantasie entsprungen.
Die moderne Tendenz zu allzustarker mathematischer und logischer Forma-
lisierung mathematischer Sachverhalte, zu weitestgehender Zuriickdringung
der Sprache des téiglichen Umgangs aus mathematischen Aussagen, hat es lei-
der mit sich gebracht, dafl derartige und andere Verstéfle gegen die Schonheit
von Bezeichnung und Formulierung heute recht haufig sind, vor allem in der
nordamerikanischen Literatur, die heutzutage wohl mehr als die Hilfte der
mathematischen Weltliteratur ausmacht. Dort sprechen allerdings auch ande-
re Gesichtspunkte mit, zum Beispiel die Rationalisierung und Okonomie der
Drucktechnik. Aber es ist doch wohl so, dal dort das Gefiihl fiir die ésthe-
tischen Werte der Mathematik, die nach meiner Ansicht vor rein praktischen
Gesichtspunkten den unbedingten Vorrang haben sollten, weniger ausgeprigt
ist als in den européischen Lindern.
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Nebenbei gesagt ist fiir das musikalische Erlebnis auch bei einfacheren Kunst-
werken — an Stelle der schweren Bachschen Fugen und spétbeethovenschen
Sonaten und Quartette — eine Vorbildung im Héren und Verstehen notwendig;
nur dafl wir diese meist schon durch Erziehung und Gewthnung besitzen. Eine
MOZARTsche Symphonie oder ein SCHUBERTsches Lied wiirden sicherlich
auf einen Zeitgenossen Platons oder gar einen alten Germanen bei weitem
nicht dieselbe Wirkung ausgeiibt haben wie heute auf uns, zum mindesten
nicht beim ersten Horen.

Nachdem ich so klargemacht habe, worin ich die Analogie zwischen Mathe-
matik und Kunst sehe, mochte ich diesen Vergleich in einigen Richtungen aus-
spinnen, um dabei eine Reihe von in meinen Augen wesentlichen Feststellungen
iiber die Mathematik herauszuarbeiten.

1. Freiheit des Mathematikers zu rein kiinstlerischer Gestaltung.
Auch darin hebt sich die Mathematik vor den anderen Wissenschaften her-
aus, dafl in ihr das kiinstlerische Element nicht durch Riicksicht auf die rauhe
Wirklichkeit gehemmt ist. Schon in dieser Hinsicht ist der Mathematiker ver-
gleichbar mit einem frei nach, seiner Begabung und Eingebung gestaltenden
Kiinstler.

Etwa in der Physik kommt es immer wieder vor, dafl nach Entdeckung eines
neuen Phénomens eine mit allen Kriterien der Schonheit ausgestattete Theorie
durch eine ganz héflliche ersetzt werden muf. Zum Gliick zeigt sich dann aller-
dings im Verlauf der weiteren Entwicklung meist, dafl diese héflliche Theorie
nur ein Provisorium war, und dafl in Wahrheit viel einfachere, elegante Gesetze
gelten. Im groflen und ganzen gesehen bewahrheitet sich in der Physik eben
doch die alte LEiBNIZsche Idee von der préstabilierten Harmonie.

In der Mathematik ist diese Idee in sehr vielen Féllen der Fiihrer zur Wahr-
heit. Man hat ein ungelostes Problem vor sich und sieht zunéchst gar nicht,
wie die Losung lauten, noch weniger, wie man sie finden kénnte. Da kommt
man auf den Gedanken, sich einmal auszumalen, wie die gesuchte Wahrheit
lauten miifite, wenn sie schén wére. Und siehe da, zunéchst zeigen Beispiele,
daf sie wirklich so zu lauten scheint, und dann gelingt es, die Richtigkeit des
Erschauten durch einen allgemeinen Beweis zu erhérten.

2. Intuitives Schaffen in der Mathematik. In dieser eben dargelegten
intuitiven Art des Schaffens #hnelt der Mathematiker ebenfalls dem Kiinstler.
Man denkt gemeinhin, da mathematische Wahrheiten durch logische Denk-
prozesse gewonnen werden. Das ist aber keineswegs immer der Fall. Gerade die
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grofften und auf lange Zeit richtungweisenden mathematischen Entdeckungen
sind zuerst mit dem geistigen Auge erschaut worden, so wie dem schaffenden
Kiinstler sein Werk schon vor Beginn der Arbeit als Ganzes vor Augen steht.
Und wie beim Kiinstler die Einzelgestaltung nach den Regeln der Kunst erst
auf Grund dieser Gesamtschau moglich ist, so setzt beim Mathematiker die lo-
gische Durchfiihrung des Beweises erst nach dem Erschauen der Wahrheit ein.
Richtlinie fiir dieses Erschauen einer mathematischen Wahrheit ist, wie gesagt,
in vielen Féllen die Schonheit, der harmonische Zusammenklang in sich und
mit bereits Bekanntem.

Dafl das so ist, mogen Sie mir glauben. Ich habe es selber erlebt, gerade bei
denjenigen meiner mathematischen Arbeiten, die von der Fachwelt am mei-
sten beachtet worden sind. Und gerade darum kann ich die Vorstellung von
dem trockenen und niichternen Charakter der mathematischen Forschung aus
tiefster Uberzeugung als nicht der Wirklichkeit entsprechend bezeichnen.

3. Schoénheit im Kleinen und im Groflen. In der Musik gibt es verschie-
dene Stufen von Schonheit. Ein einzelner Ton oder Akkord hat schon an sich
einen Wohlklang. Auf hoherer Ebene liegt dann die Schénheit einer Melodie
oder einer Akkordfolge, und noch viel hoher liegt die Schonheit eines ganzen
aus solchen Einzelteilen aufgebauten Satzes oder gar eines mehrsétzigen Wer-
kes. Hier kommt zu der Harmonie im Kleinen die Harmonie im Grofien hinzu,
die zum Beispiel empfindlich verletzt wére, wenn man dem ersten Satz von
BEETHOVENs neunter Symphonie ein Menuett von HAYDN folgen liefle. Alles
dies gibt es ganz entsprechend auch in der Mathematik.

a) Eine einzelne Formel oder die Formulierung einer einzelnen mathematischen
Aussage in Worten kann auf verschiedene Arten ausgedriickt werden. Man hat
die Wahl der Bezeichnungen fiir die mathematischen Groéfien, die Anordnung
der einzelnen Glieder oder Satzteile in ihrer zeitlichen Folge und auch in ih-
rer rdumlichen Gruppierung sowie die Abstufung durch mehr oder weniger
nachdriickliches Hervorheben in der Hand. Wir empfinden im allgemeinen eine
Formulierung um so schoner, je klarer, iibersichtlicher und prédgnanter sie ist.

Erstes Beispiel. Die Formel fiir eine dreireihige Determinante schrieb man
frither etwa in der Form:

=aei+bfg+ cdh — ceg — bdi — afh.

Q Qe
>0 o
S-S 0

Sie kommt aber klarer und durchsichtiger zum Ausdruck, wenn man sie in der
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