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Grundlagen der Zahlentheorie und Analysis
vom deduktiven Gesichtspunkt

Vorbemerkung

Erinnerungen sind einerseits liickenhaft und andererseits durch ihre Men-
ge storend. Dazu kommt, dafl post festum manche Zusammenhénge und
Bewertungen sichtbar werden, die selbst keineswegs Erinnerungen pro-
prio sensu sind, sondern bereits Konstruktionen geistiger Art. Meine Er-
innerungen — und das gilt sicher auch fiir manche meiner Kollegen —
sind mit Fortschritten in einem hochspezialisierten Gebiet verbunden.
Ohne hinreichend breite Erlduterungen wiirden gewisse Erinnerungen
mit so vielen ,,Fachwortern“ gemischt sein, dafl sich schliellich fiir den
Nichtfachmann unverstédndliche Verbalisierungen ergében.

Mir war und ist es stets darum zu tun, zu verstehen, was wir zu wissen
glauben — und in den Wissenschaften gibt es sehr viel, was zwar sachlich
feststeht, aber teils in keinen Zusammenhang eingeordnet ist, teils einer
Interpretation bediirftig ist. In dieser Einstellung bin ich, wie mir nun
voll bewufit ist, schon in frithen Jahren an jeden Lernstoff, den Schule
und Leben bieten, herangegangen. Fast jedes Verstehen fithrt zur Suche
nach neuem Wissen, und wenn andere oder man selbst etwas von dem
Gesuchten gefunden haben, so ist es oft so, dal das vorherige Verstdndnis
nur als ein erster Ansatz iibrigbleibt, wenn man nicht gar grundlegend
umdenken mufl. Die Suche nach neuem Wissen und dessen Einordnung
in schon erreichtes Wissen gehen Hand in Hand.

Meine Studien in Graz waren zuerst auf Astronomie, Physik und Ma-
thematik ausgerichtet, und es wire naheliegend gewesen, in einem dieser
Gebiete zu promovieren; ich habe auch eine in zwei Teilen erschienene
Arbeit iiber Punktmengen in Kuratowskischen Rdumen — heute nach
Alfred Tarski besser ,,closure algebras® genannt — geschrieben. Aber zu
dieser Zeit (1947) durften in der Steiermark Professoren, die Mitglied
der NSDAP waren, keine Doktorarbeiten annehmen. Davon waren alle
meine Lehrer aufler dem Experimentalphysiker Hans Benndorf betrof-
fen. Nun hatte ich an diesem Teil der Physik (mehr aus jugendlichem
Hochmut als aus sachlichen Griinden) kein besonderes Interesse, und au-
Berdem war damals die technische Ausstattung in Graz fiir Experimente
fast jeder Art vollig antiquiert. Da war es Konstantin Radakovic, ein Mit-
glied der Wiener Schule (des Positivismus in der Philosophie), der bereit

das Induktionsschema verstirkt wird. Beide Verfahren fiithren zu gewis-
sen Vervollstindigungen hinsichtlich Induktivitdt und Dichte (natiirlich
nicht zu einem vollstéindigen Axiomensystem im logischen Sinn!).

Die klassische Vorstellung von N ist gelenkt durch die Idee einer induktiv
bestimmten Folge 0, 0°, 07, ... beziiglich ,aller“ fiir Zahlen relevanten Ei-
genschaften. Die Vorstellung von C' ist gelenkt durch die Idee der Dichte
beziiglich ,aller* Schnitte im Bereich der Briiche — oder, wenn man will
durch die Idee der Limesabgeschlossenheit beziiglich ,aller (beschrink-
ten) Folgen. Induktivitdt und Dichte betrachte ich als regulative Ideen
fiir unsere Suche, aber ich sehe nicht — so wenig wie im Falle des schopfe-
rischen idealen Subjektes Brouwers oder des Cantorschen Absoluts —
wie diese Ideen mathematisch fixiert werden sollen; alle Erfahrung der
mathematischen Grundlagenforschung zeigt, daB Fixierungen zu Uber-
schreitungen Anlafl geben.

Auch idealisierte Vorstellungen konnen Chiméren sein, denn sie sind
Menschenwerk. Hier kommt man, angesichts dessen, daf} sich diese Vor-
stellungen (bzw. regulativen Ideen) auf unendliche Bereiche beziehen,
auf die Frage der Widerspruchsfreiheit zuriick. Ein Widerspruch muf3
konkret und kontrollierbar vorliegen, erst dann kann darauf geantwor-
tet werden. Natiirlich kann man ,,Gefahren“ wittern. Um mich darin zu
betétigen, weise ich darauf hin, dafl sehr starke Axiomensysteme, z.B. fiir
die Analysis, Moglichkeiten der Selbstcodierung bieten, die zu Schwie-
rigkeiten Anlafl geben kénnten. Eine Selbstcodierung findet z.B. bei den
Beweisen der Godelschen Unvollstédndigkeitsséiitze statt, und es bediirfen
die Beweisfithrung und die Formulierung dieser Sétze grofler Sorgfalt.

Die genannten regulativen Ideen fuhren direkt zu dem wohl tiefsten
Problem der Mengenlehre, ndmlich der Frage der Balance zwischen der
,Lange* der Klasse der Ordinalzahlen und der ,, Weite*“ der Potenzmenge
(= Menge aller Teilmengen) von gegebenen Mengen. Aber diese Proble-
matik, die mich am stérksten fasziniert, ist ein weites Feld.

Die Methodologie der klassischen Mathematik erscheint mir klar zugéng-
lich zu sein. Offenbar triagt dieser Ansatz, der weit von jedem grob for-
mulierten sogenannten Platonismus entfernt und auf die menschliche
Vorstellungsfahigkeit von Ganzheiten beschrénkt ist, dem historischen
Faktum Rechnung, dal auch unsere Vorstellungen unter dem Wachstum
unseres Wissens verschérft bzw. modifiziert werden kénnen.

Die Grundlagenforschung fiir einen Aufbau der Mathematik hat wiahrend
meiner akademischen Arbeitszeit eine Prazision von ungewthnlicher ma-
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angebe; es existieren neben den Spezialarbeiten sehr viele Biicher, in
denen die hier erérterten Themata von dieser oder jener Warte, z.T. auch
recht technisch, behandelt werden. Darin sind historische und weitere
Quellen genannt. Hier soll der Gemeinschaft an unserer Universitéit ein
— wie ich hoffe halbwegs lesbarer — Uberblick iiber eine Forschungslinie,
die in meiner Zeit einen gewissen Abschluf erreicht haben mag, gegeben
werden. Da erscheinen mir Hinweise auf Quellen, die kaum bekannt sind,
eher hinderlich als férderlich.

Zunéchst beschreibe ich (in Abschnitt A) die formale Einfiihrung von
mathematischen Systemen und hebe die wesentlichen Stellen hervor, an
denen ein strikter Formalismus Ergdnzungen inhaltlicher Natur erfor-
dert. Danach (in Abschnitt B) betrachte ich die typentheoretische — de
facto heute iibliche — Darstellungsweise der Mathematik (soweit eine
formale Darstellung erforderlich ist). Die Typentheorie stellt ein Rah-
mensystem bereit, in dem die klassische Mathematik deduktiv entwickelt
werden kann. Dabei ergibt sich eine ziemlich genaue Schranke der erfor-
derlichen axiomatischen Annahmen, die durch die Beweistheorie aufge-
funden und in einer spezifischen Weise gesichert wurde (Abschnitt C).
In Abschnitt D fithre ich den Intuitionismus von Luitzen Egbertus Jan
Brouwer ein, den einzigen alternativen, von philosophischen Gesichts-
punkten geleiteten Aufbau der Mathematik. Die damit verbundenen
Schwierigkeiten fithren (in Abschnitt E) zur Riickbesinnung auf die klas-
sische Mathematik; ich versuche eine moglichst schwache Formulierung
ihrer Prinzipien, die noch als Basis fiir den Bereich von Mathematik,
die wir seit der griechischen Zeit so erfolgreich betreiben, dienen kann.

A. Die Formalisierung der Mathematik und Logik

Zum Ende der vierziger und Anfang der fiinfziger Jahre hatten mei-
ne fithrenden Lehrer (von denen ich bis auf Bertrand Russell wohl alle
personlich kennenlernte) die mathematische Prizisierung der wichtigsten
philosophischen Ansétze zur Grundlegung der Mathematik geleistet. Das
Erstaunliche daran war und ist, in welchem Ausmafl und mit welcher
Feinheit im Detail sich dies als moglich erwies. Seit der Antike gaben
Logik und Mathematik (zwei Disziplinen, die ja selbst erst aus dem Ge-
samtwissen des Menschen herausgeschélt wurden, aber nicht unabhdingig
davon sind) Anlafl zur philosophischen Reflexion iiber deren Stellung zu
anderen Wissenschaften, iiber ihren Wahrheitsanspruch und natiirlich

Zahlen die vier Grundrechenoperationen durchfithren kann. So weit, so
gut!

Die Schwierigkeit fiir eine Theorie der reellen Zahlen, also von C, 143t
sich z.B. daran erkennen, dafl wir kein Generierungsverfahren fiir die re-
ellen Zahlen, oder dquivalent fiir alle Teilmengen von N haben. Hierin
liegt ein wesentlicher Unterschied zur Zahlentheorie: In unserer Vorstel-
lung konnen wir jede natiirliche Zahl als generiert von 0 an, also als
individuell bezeichenbar ansehen. (Wir konnten bei festliegendem ele-
mentaren Robinson-Diagramm nur im allgemeinen die Quantorensétze
nicht entscheiden.)

Hier brauchen wir Axiome, die uns die Existenz von reellen Zahlen (im
Grunde die Existenz von Limites!) sichern. Unsere Vorstellung — das ist
der klassische Ansatz! — sagt uns, dafl jede (z.B. nach oben) beschrénk-
te Folge von, Elementen von C auch eine kleinste obere Schranke (den
Grenzwert) in C besitzt. Hier benutze ich bereits die Ordnung der reellen
Zahlen; man kann sich auf Folgen von rationalen Zahlen, die ihrerseits
als Teilmengen von NN codiert werden konnen, beschrénken und die Ord-
nungsbeziehung der rationalen Zahlen (also der Briiche) nach dem Ver-
fahren von Eudoxus auf die reellen Zahlen iibertragen. Diese Vorstellung
von C liegt uns vor. Die Komprehensionsaxiome liefern Teilmengen von
N (Zahlenmengen), die — nach geeigneten Umformungen — die oben
genannten Limites, also reelle Zahlen liefern. (Da verschiedene Folgen
von rationalen Zahlen (Cauchyfolgen) gleiche Limites haben kénnen,
muB man eigentlich Aquivalenzklassen von Folgen betrachten, aber ich
lasse dieses (nicht-triviale) technische Detail beiseite.)

Der impridikative Charakter der Komprehensionsaxiome (dquivalent der
Bildung kleinster oberer Schranken) wurde erst durch Russell und Poin-
caré in das Bewuf}tsein der Mathematik gehoben, also durch eine logische
Analyse. Dabei beging man noch einen methodischen Fehler, ndmlich
diese Axiome als Definitionen anzusehen (wegen ihrer Form und der
eindeutigen Bestimmung der als existierend behaupteten Menge durch
das Extensionalititsaxiom). Dieser Fehler gab Anlafl zu dem Titel des
berithmten Buches von Herrmann Weyl Der circulus vitiosus in der Ana-
lysis; worin dann Weyl ein Muster fiir die prddikative Analysis schuf (al-
so unter Benutzung des Alternativfalles b), Abschnitt B), ein Muster,
das durch Paul Lorenzen, Schiitte und Feferman zu einer pradikativen
Analysis mit transfiniter Iteration von Stufen von pridikativen Kompre-
hensionsaxiomen fiihrte. Es gelang Feferman und Schiitte (unabhingig
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Gonseth, einer meiner Lehrer an der ETH Ziirich, hat den deskriptiven
Begriff ,,synthese dialectique® eingefiihrt, einer Synthese unserer elemen-
taren Erfahrungen mit: Fallunterscheidungen, mit einfachen Figuren, im
Zahlen, in unserer Vorstellungsfahigkeit, unbegrenzte Iterationen, zu er-
lauben, und unserer Tendenz, zu technisch brauchbaren und leicht iibert-
ragbaren Regeln zu gelangen. Eine Riickbesinnung auf diese Quellen un-
seres exakten Denkens, also besonders der Mathematik, hat vor allem
Saunders MacLane in neuerer Zeit fiir die Grundlagenforschung gefor-
dert.

Damit Sprachen ihre Aufgabe erfiillen, mufl nicht nur eine Syntax, son-
dern auch eine Interpretation gegeben sein. Und dann erfolgt eine Bewer-
tung gewisser syntaktischer Ausdriicke: der Formeln und hier speziell der
Satze. Auf diese Bewertung beziehen sich die aussagenlogischen Opera-
toren, von denen anzugeben ist, wie die Bewertung fiir zusammengesetz-
te Ausdriicke gefunden wird, wenn die Bewertung der einfachsten Aus-
driicke gegeben ist, ndmlich: der atomaren Ausdriicke, z.B. R(k,[) mit
zweistelligem Prédikatzeichen R, zwei Konstanten k,! oder der Quan-
torenausdriicke, wie Vzp(x), Jzp(x) (gelesen , fiir alle x, p(x)*, bzw. es
gibt ein x, o(x)*).

Und was sind solche Bewertungen? Natiirlich z.B. die ,, Wahr/Falsch*-
Scheidung der zweiwertigen Logik, aber auch , ich habe eingesehen, dafs
... der intuitionistischen Logik und auch , mit z-Prozent Wahrschein-
lichkeit, daf8 ...“, ,mdglicherweise, daf ...“ etc. Fiir die Mathematik
beschrénke ich mich auf die ersten beiden Fille. Eine Logik soll nun ge-
statten, von vorgegebenen Ausdriicken mit der ausgezeichneten Bewer-
tung (z.B. wahr) zu weiteren Ausdriicken (Folgerungen) durch Regeln
zu gelangen unter Erhaltung des ausgezeichneten Wertes. Dabei soll die
Anwendung der Regeln auf vorgegebene, syntaktisch korrekt aufgebaute
Ausdriicke im Prinzip durch Maschinen kontrollierbar sein. Dieses Ziel
ist fiir die klassische Logik wie fiir die intuitionistische (formale) Logik
erreicht. Ein Risiko ist damit verbunden: Wenn man nach langen Ket-
ten von Schliissen (Descartes) zu einer Folgerung kommt, hat dann diese
noch im selben Sinne den ausgezeichneten Wert wie die Ausgangsaus-
driicke? Das Risiko betrifft natiirlich die Bewertung der intuitionistischen
Logik in besonderem Mafle, da es fraglich ist, ob Einsichtigkeit sich lange
genug vererbt.

Nun kann man eine Art des Formalismus wie folgt einfiihren:

enthélt genau die Elemente — Zahlen genannt —, die wir von der
0 ausgehend als Ziffern generiert denken. Das archimedische Axiom
ist fiir diesen Bereich trivialerweise wahr!

(ii) Fir die Ziffern sind (in tiblicher Weise) die primitiv rekursiven
Pridikate und Funktionen (also jedenfalls Gleichheit, Addition und
Multiplikation) erkért; d.h. es wird die Unterscheidung wahr /falsch
so eingefiihrt, dafl die (iiblichen) richtigen Zifferbeziehungen in den
obigen Grundbegriffen den Wert wahr erhalten und deren Nega-
tionen den Wert falsch. (Das sogenannte Robinson-Diagramm fiir
die atomaren und negiert atomaren Sétze dieser Sprache liegt in
unserer Vorstellung fest.)

(iii) Die aussagenlogischen Verkniipfungen (Boolesche Operationen)
werden in iiblicher (klassischer) Weise erklirt. Wie bekannt liegt
das aussagenlogische Robinson-Diagramm fiir N fest und kann
auch fiir jeden darin formulierten Satz getestet werden,

(iv) Die Quantoren V und 3 beziehen sich auf den Bereich N, und
die Wahrheit fiir Ausdriicke Yep(z) bzw. Jrp(xr) wird (wie im
klassischen Wahrheitsbegriff) so erklirt wie wir umgangssprachlich
Hfur alle“ und ,es gibt“ benutzen. Aufgrund dieser Erklarung ist
Vap(x)V Iz—p(x) fiir alle ausdriickbaren Eigenschaften wahr (und
die Negation dieser Formel falsch).

(v) Ein ausdriickbarer Satz iiber die Elemente von N heifit sinnvoll,
wenn fiir ihn die Bedingungen, unter denen er wahr/falsch ist wie
oben (nach dem von Tarski formulierten Verfahren) erklirt ist. Die
wesentliche Voraussetzung dafiir ist, daf§ wir geméf (i) zu einer
klaren Vorstellung von N gelangt sind (das elementare Robinson-
Diagramm).

In dieser Erklérung ist in (v) von einer Erkennbarkeit, welche Sétze (mit
Quantoren) wahr sind, nicht die Rede. Es stellt sich heraus, dafi zwi-
schen den wahren Sétzen {iber Zahlen Beziehungen bestehen, die uns
gestatten, aus schon bekannten wahren Séitzen weitere wahre Sétze zu
erkennen. Das ist die klassische Schlussweisenlogik. Es ist Gottlob Frege
gelungen, fiir die Logik erster Stufe ein mechanisch kontrollierbares Re-
gelsystem anzugeben, das von Godel als vollstdndig nachgewiesen wurde;
fiir formalisierte Logiken hoherer Stufe kann es ein solches Regelsystem,
aufgrund des Godelschen Unvollstandigkeitssatzes, nicht geben.

Die Axiome der Zahlentheorie — in unserem Falle im wesentlichen das
Induktionsschema etwa in erster Stufe fiir Formeln in den gewohnten
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generellen Ansitze zur Begriindung oder gar Abgrenzung der Mathe-
matik sind gegen solche Situationen gefeit. Diese zeigen, dafl sowohl die
Kodierung von Intentionen, wie auch die Dekodierung von Ergebnissen
eines (ante festum nicht prézisierbaren) Consensus der Mathematiker
bediirfen.

Der Begriff der natiirlichen Zahl: Es ist offenbar eine Aufgabe der Ma-
thematik, diesen Begriff zu prézisieren. Vom klassischen Standpunkt aus
wird ein Axiomensystem erster logischer Stufe (heute Peano-System)
eingefiihrt, und Gegenstandsbereiche, die dieses Axiomensystem erfiillen,
konnten , natiirliche Zahlen“ heiflen. Nun gibt es aber — die Wider-
spruchsfreiheit des Peano-Systems vorausgesetzt, nach einem Satz von
Leopold Lowenheim und (in verschérfter Form) von Thoralf Skolem —
unendlich viele (genauer 2%°viele), wechselseitig nicht isomorphe (abzihl-
bar unendliche) Modelle dieses Axiomensystems: sogenannte Nonstan-
dardmodelle. Diese erfiillen also die Axiome von Peano. Unter ihnen
befindet sich ein Ausnahmemodell, eben das Standardmodell, dessen
Elemente genau die Ziffern 0, 0’, 07, 0”’, ...sind. Und dieses sollte ja ge-
rade charakterisiert werden! Rekursive (entscheidbare) Axiomensysteme,
die man als Erweiterungen des Peanosystems betrachten kann, erlauben
nicht den intendierten Begriff der natiirlichen Zahl zu charakterisieren.
Verstirkt man das Peanosystem durch typentheoretische oder mengen-
theoretische Axiome, dann kann man zwar die Struktur der intendierten
Zahlenreihe in diesen Verstidrkungen (als neuen Axiomensystemen) bis
auf Isomorphie eindeutig charakterisieren; aber von auflen gesehen, d.h.,
durch einen analogen Prozef3, der zu den oben genannten Nonstandard-
modellen fiithrte, gelangt man auch hier wieder zu Nonstandardmodellen.

Somit kommen wir hier, wo es sich um eine so fundamentale Struktur
handelt, zu dem Tatbestand, dafl wir weder sicherstellen kénnen, dafl
wir das Intendierte durch ein formales System , korrekt* kodiert haben,
noch dafl die Dekodierung der formal hergeleiteten Theoreme , korrekt
ist — eine Situation, die wir vom Gebrauch der Sprache im téglichen
Leben nur allzu genau kennen.

Der Vorteil des formalistischen Ansatzes, ndmlich die Befreiung von den
Sachinhalten der Mathematik, ist mit der Trennung von Intendiertem
und Produziertem zu bezahlen. Und dieser Tatbestand macht sich me-
thodisch bei einer versuchten Auswahl von ,,relevanten“ formalen Syste-
men bemerkbar; diese bedarf inhaltlich verstandener Kriterien. Der for-
malistische Ansatz ist methodisch nur ein Aspekt des Mathematischen,
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(klassische) Peanosystem, d.h. die beweistheoretische Komplexitiit dieser
beiden formalen Systeme ist dieselbe.

Es erscheint mir fraglich, ob der intuitionistische Aufbau der Mathema-
tik, der griechischen Leitidee folgend, als ein in sich geschlossenes Sy-
stem aufgefafit werden soll, ja, kann. Die methodisch erforderlichen Vor-
betrachtungen um etwa die formale Heytingsche Arithmetik HA, bzw.
HA® interpretiert einzufiihren, erscheinen mir undeutlich, vor allem we-
gen der oben erwithnten Schwierigkeiten b) und c). Das hindert nicht,
dafl HA, bzw. HA® als bewiihrte Test-Formalismen Verwendung finden,
derart, daf}, wenn ein , konstruktiv® vorgelegter Beweis darin nicht for-
mal nachvollziehbar ist, nach einem Fehler im Beweis oder einem bislang
nicht isolierten (vielleicht konstruktiv anerkennbaren) Prinzip gesucht
wird.

E. Zuriick zur klassischen Auffassung der Mathema-
tik

Wie eben gesagt, enthilt der intuitionistische Aufbau der Mathema-
tik keinen Bezug auf die Wahr/Falsch-Unterscheidung. (Natiirlich wird
ein Theorem, etwa in HA, als ,wahr“ fiir die natiirlichen Zahlen ver-
standen und angewandt, aber das ist methodisch eine facon de par-
ler.) Betrachten wir nun die sprachlich (in der Arithmetik) korrekt for-
mulierte Aussage U: ,Es gibt eine ungerade vollkommene Zahl“. (Ei-
ne natiirliche Zahl ist vollkommen, wenn sie die Summe ihrer echten
Teiler +1 ist, z.B. 28=14+7+4+2+1). Niemand weifl heute, ob es ei-
ne solche (ungerade) Zahl gibt, aber aus Berechnungen weifl man, daf
eine solche Zahl enorm grof§ sein mufl. Die Negation —=U von U lau-
tet: ,,Va(vollkommen(z) — gerade(x))“. Haben U, bzw. —U einen Sinnl
Wenn wir eine solche Zahl bzw. einen Beweis von —U gefunden haben
werden, ist die Antwort offenbar ja. Auf diese Weise wird aber der Sinn-
begriff fiir mathematische Sétze (in nicht-trivialen Féllen) vom Kenn-
misstand abhéngig.

Ein néchster Schritt konnte darin bestehen, einem mathematischen Satz
Sinn zuzusprechen genau dann, wenn wir angeben kénnen, wie er bewie-
sen werden kann. Wenn es ,,wirklich“ eine ungerade vollkommene Zahl
gibt, dann kann diese auch auf einem Computer gefunden werden —
wir wissen nur nicht, wie lange wir warten miissen. Wir konnten auch
einen Computer ansetzen, der schrittweise alle formalen Ableitungen,
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die Iteration der Typenbildungen im wesentlichen auf Iterationen der
Potenzmengenbildung zuriickgefiihrt wird. Auch die Mengenlehre ist ei-
ne kontrollierbare Rahmentheorie. Obwohl die Mengenlehre eines meiner
Hauptinteressengebiete war und ist, werde ich, wie in der Vorbemerkung
schon gesagt, auf diese nicht ndher eingehen, da der technische Aufwand
zu grof} wire. Auflerdem liegt ihr Interesse in eigensténdigen mathemati-
schen Fragestellungen (der von Georg Cantor entwickelten Ordinal- und
Kardinalzahltheorie, der Frage der Kontinuumhypothese usw., kurz in
einer Theorie von aktual-unendlichen Strukturen). Thre Rolle als Rah-
mentheorie ist marginal, wenn man die iibliche Arithmetik und Analysis
betrachtet; fiir diese sind schon Teiltheorien der Typentheorie, die ihrer-
seits deduktiv viel schwicher als die Systeme der Mengenlehre sind, als
Rahmentheorie hinreichend.

Sowohl in der Typentheorie als in der Mengenlehre kann man zeigen,
— - und in recht allgemeiner Weise — daf} die bekannten Herleitungen
von Antinomien nicht durchfithrbar sind; in beiden Fillen ist die letz-
te Sicherheitsgarantie nur durch Berufung auf eine ,,Evidenz“ gegeben.
Diese wird zwar durch die Unzahl z.T. sehr komplexer Anwendungen
in der Mathematik gestiitzt, aber gerade die uns langsam bewuf3t wer-
dende Weite, Komplexitdt und Unanschaulichkeit der Folgerungen, die
wir mit dem Evidenzanspruch mitgesetzt haben, kann auch Zweifel er-
wecken. (Drei sehr beriihmte Mengentheoretiker, mit denen ich in en-
gem Kontakt stand, haben behauptet, inhdrente Widerspriiche in der
Mengenlehre entdeckt zu haben; die Nachricht wurde bei den Insidern
z.T. brieflich, z.T. spéter telephonisch bekannt und erregte jedesmal eine
Schockwirkung; allerdings stellte sich der jeweilige Irrtum in den ,,Be-
weisen“ dieser Behauptungen relativ rasch heraus, obwohl diese Irrtiimer
prima facie nicht trivial erschienen. Historisch zeigen diese Vorfalle, dafl
die Mengentheoretiker sich der Tatsache, an einer Grenze unserer Ab-
straktionsfiihigkeit zu arbeiten, sehr bewuft sind.)

Wie sehen die Prinzipien eines typentheoretischen Systems aus? Wir
wollen davon ausgehen, dafl die Zahlentheorie durch die Peanoaxiome
bereits vorliege: Das sind die iiblichen Axiome fiir die 0, der Nachfolger
2’ einer Zahl z, die Addition und Multiplikation und das Induktions-
axiomenschema

IND; : ¢(0) A Vz(p(x) — ¢(2') — Yop(z),

worin ¢ eine Formel in den genannten Operationen und der Logik mit
Gleichheit ist, und ¢ weitere freie Variable (das sind Parameter) sowie
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eingesehen worden sein; fiir die Einsicht von ¢ V ¢ wird verlangt, dafl
mindestens einer der Ausdriicke 1 eingesehen wurde, was im klas-
sischen Sinn z.B. bei ¢ V —p nicht der Fall sein mufl.) Ein bis heute
ungeltstes Problem ist die Interpretation von ¢ — ! Viele Deutungen
wurden versucht, stielen aber auf Gegenargumente.

Nun ist es eine der erstaunlichen wissenschaftlichen Tatsachen, dafl eine
intuitionistische Logik formal — Aussagen- und Prédikatenkalkiil auch
zweiter Stufe — entwickelt werden konnte, was Arend Heyting fiir den
Pradikatenkalkiil erster Stufe 1930 gelang. Dieses System 1483t sich spezi-
ell mit der Arithmetik — auch zweiter Stufe — in zwei formale Kalkiile
E>Cvnm>§ verbinden, die als die entsprechenden Heytingkalkiile ei-
ne wesentliche Rolle in der Beweistheorie spielen. Durch diese Kalkiile
werden darin vorgelegte Ableitungen mechanisch kontrollierbar (siehe
die vorangegangenen Hinweise auf den Intuitionismus in Abschnitt C).

Wie stehen die Heytingkalkiile mit den Grundideen des Intuitionismus in
Zusammenhang? Es sind kaum Zweifel erhoben worden, daf} die Axiome
und die daraus abgeleiteten Theoreme intuitionistisch ,,akzeptabel® sind;
aber Brouwer sagte in meiner Gegenwart noch (etwa 1950) zu Bernays
und Gonseth in Ziirich, dafl er die Fixierung durch ein Axiomensystem
als eine Beschrankung und als eine dem Geist des Intuitionismus zuwi-
derlaufende Methode ablehne.

Die Forschung nach dem zweiten Krieg von vielen Seiten, speziell von
der Schule von Heyting, von Stephen C. Kleene, Georg Kreisel und Anne
Troelstra und deren Schiilern haben die Einsicht in die intuitionistische
Mathematik auflerordentlich erweitert, und Michael Dummet hat die
damit zusammenhéingenden philosophischen Doktrinen analysiert und
vertieft. (Von der Seite der Angewandten Mathematik hat Erret Bishop
unter der Leitidee, daf3 diese zu numerischen Ergebnissen fuhren muf3,
eine konstruktive Analysis ab ovo entwickelt, inspiriert durch intuitio-
nistische Prinzipien, aber frei von expliziten philosophischen Vorausset-
zungen; auch in seinem Werk wird ausdriicklich auf das Desideratum
einer akzeptablen Deutung der Implikation hingewiesen.)

Es ist nicht nur die mit vielen Kautelen belastete einzelne Einfiihrung von
(in der Tat in der klassischen Mathematik recht naiv benutzten) Begrif-
fen, die Schwierigkeit von Beweisen und die oft beklagte Einschréinkung
der gewohnten Mathematik, die ein Hindernis fiir die Anerkennung der
intuitionistischen Mathematik als eigenstindigen Bereich darstellt, es
sind tieferliegende Schwierigkeiten:
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Zahlentheorie ausdriicken), ist zuniichst die Klasse der entsprechenden
Zahlen bzw. Briiche. Laut dem Prinzip werden diese zu mathematischen
Objekten, d.h. Mengen, an denen selbst mathematische Operationen, die
fiir die Mengen angemessen sind, vorgenommen werden kénnen. COMPo
besagt, dafl eine (durch EXT eindeutig bestimmte) Menge X existiert,
die genau die Zahlen (und nichts anderes) enthilt, die die Bedingung ¢
erfiillen. Wie kann die Formel ¢ in COMP, nun aussehen? In ¢ kénnen
freie Variable fiir Zahlen und fiir Mengen von Zahlen vorkommen, sowie
natiirlich auch gebundene Zahlvariablen. Die entscheidende Alternative
betrifft die in ¢ eventuell vorkommenden (durch Quantoren V,3) gebun-
denen Mengenvariablen:

a) Imprdidikativer Fall:  in ¢ treten gebundene Mengenvariable auf.

b)  Prddikativer Fall: das wird nicht erlaubt.

Seit Russells Zeit bis heute scheiden sich die Geister, ob impradikative
Eigenschaften ,deutlich“ sind, also ob in diesem Fall das Axiomenschema
COMP;, evident ist, um als sichere Grundlage der Mathematik zu dienen!

Zu der Typentheorie (wie auch zur Mengenlehre) tritt dann in verschie-
denen Varianten ein Auswahlaxiom, in dem wiederum die Existenz einer
Menge gefordert wird, die aber nicht im Axiom extensional durch eine
ausdriickbare Eigenschaft festgelegt wird. Auf die Problematik mit dem
Auswahlaxiom gehe ich hier nicht weiter ein, da diese auch historisch
breit diskutiert und durchleuchtet wurde und {ibrigens schon gewisser
technischer Mittel bedarf, um Trivialititen zu vermeiden. Ubrigens be-
reitet es keine Schwierigkeiten, die Typentheorie zweiter Stufe durch
Variable fiir hohere Stufen X3, Y3; Xy,Ys;. . .usw. z.B. fiir Mengen von
Mengen von Zahlen etc. zu erweitern. Solche Erweiterungen sind vor
allem fiir den préidikativen Fall von Bedeutung. (Man beachte, dafl bei
allen Spracherweiterungen stets auch das Induktionsschema auf Formeln
der neuen Sprache miterweitert wird.)

Wir miissen uns aber nun der genaueren Analyse von COMP5 zuwenden.
In beiden Féllen a) und b) ist in COMP;, eine Existenz gefordert, von der
nicht vorher der Laufbereich, in dem die entsprechende Menge X vor-
kommen soll, festgelegt ist: Das ist die iibliche Auffassung von Axiomen-
systemen. (Wenn man zu den Kérperaxiomen das Axiom 3r(r? —2 = 0)
hinzunimmt, ist man in der gleichen methodischen Situation.) Gesucht
wird nach einem Modell, in dem solche Mengen vorkommen und die
Axiome erfiillt sind.
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re Theoreme in einem solchen System —relativ zu den vorausgesetzten
Existenzaxiomen — jemals Uberlegungen z.B. mit Komprehensionen der
Art T13? Was ist fiir den menschlichen Geist, z.B. fiir die Auswahl unserer
Fragestellungen, so spezifisch, dafl wir bei DWQU@Z@@SBW@E stehenblei-
ben?

D. Intuitionismus

(Mit dieser Richtung in der Grundlagenforschung habe ich mich nur auf-
nehmend beschiftigt; ich kann Begriffsbildungen und Beweise in dem
Sinne des Intuitionismus nachvollziehen. Ich habe mich dieser Richtung
des Aufbaues der Mathematik nicht angeschlossen, aber es erscheint mir
nicht leicht, rationale Griinde fiir eine Bevorzugung der klassischen Ma-
thematik zu geben (siehe dazu Abschnitt E). Gewifl lag zur Zeit von
Brouwers Leistungen die Cantorsche Schopfung der Mengenlehre und
zum wesentlichen Teil die Typentheorie von Russell vor, aber es steht
fiir mich ohne Zweifel fest, daf} die geistige Leistung Brouwers, eine Ma-
thematik ab ovo aufzubauen, die das intensional potentiell Unendliche
als allein dem Menschen zugénglich erlaubt, einzigartig ist.)

Auch im Intuitionismus erfolgt eine Berufung auf ,Evidenz“, aber kor-
rekter ist es, von ,selbstindig zu erwerbender Einsicht“ zu sprechen.
Damit ist ein Moment eines methodischen Solipsismus gegeben sowie
die Gefahr, die Einheitlichkeit der Mathematik zu verlieren; beides hat
Brouwer bemerkt und in spéteren Jahren die Idee eines ,,schépferischen
idealen Subjektes“ eingefiihrt, das in einer offenen Folge die einsichtigen
Theoreme und nur diese kreiert, womit die Eindeutigkeit der intuitio-
nistischen Mathematik ideell gewéhrleistet werden soll. (In der Men-
genlehre stehen wir methodisch vor einem analogen Problem, da ja das
Axiomensystem, z.B. ZFC, wenn widerspruchsfrei, nicht vollstdndig ist.
Der Bereich aller Mengen — Cantors ,, Absolut® — ist nicht beschreib-
bar, aber als ideelles Objekt legt es die klassische Mathematik eindeutig
fest.) Es ist wohl kaum nétig, zu sagen, dal Brouwers ,,schopferisches
Subjekt“ und Cantors ,,Absolut“ Glaubensgegenstéinde sind, die zwar
vom methodischen Standpunkt nicht leicht beiseite geschoben werden
sollten, die aber andererseits jedenfalls bisher allen versuchten Prézisie-
rungen erhebliche Hindernisse entgegenstellten.

Welche ,,selbsténdig zu erwerbenden Einsichten“ haben wir im Betrei-
ben der (intuitionistischen) Mathematik zu gewinnen? Zunichst liegt
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Sumpf ziehen!) Die urspriingliche Euphorie fiir Hilberts Programm fufl-
te wohl darauf, dafl man fiir die Widersprachsfreiheitsbeweise ja ,nur*
eine (abzidhlbar unendliche) Menge von endlichen Béumen, die {ibrigens
sogar in drastischer Weise spezifiziert und normiert werden konnten, zu
betrachten hatte. Dafl diese Menge so kompliziert ist, dafl sie in der Pea-
noarithmetik fiir diese selbst nicht formal tibersehbar ist, war zunéchst
nicht zu vermuten. Die Problematik lag an den Gabelungen durch den
modus ponens

ppr—4q
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den man nach leichten Umformungen (in der klassischen Logik!) mit dem
Tertium non datur und dadurch mit dem ,,Schnitt*

Pp—4qp—4q
q

(etwas kurz ausgedriickt) identifizieren kann. Man bemerke, daf in ei-
nem formalen Beweis mit Schnitt die ,, Information* p, —p verloren geht,
also vielleicht einen ,,Umweg* darstellt, der vermeidbar sein kénnte. Und
gerade dies ist das auflerordentliche Resultat von G. Gentzen 1936, dafl
man in den Beweisen, z.B. in einem (die Peanoarithmetik technisch iiber-
schreitenden) System die genannten Gabelungen ausschalten, also um-
weglos zu allen ableitbaren Formeln gelangen kann. (Die anderen SchluB-
regeln verkiirzen im wesentlichen die Unterformel nicht, so daf}, wenn
0 = 1 kein Axiom ist, es auch nicht abgeleitet werden kann.) Die fiir die-
sen Widerspruchsfreiheitsbeweis erforderliche Uberschreitung der forma-
len Mittel der Peanoarithmetik liegt in der Anwendung der transfmiten
Induktion iiber Ordnungszahlen. Diese Anwendung ist intuitionistisch
akzeptabel! Die genannten Ordnungszahlen kénnen durch Iterationen
von Iterationen ...von generierbaren Zahlenfolgen dargestellt werden.

Die Beweismethode von Gentzen liel sich auf viel stdrkere mathemati-
sche formale Systeme als es die Zahlentheorie ist, ausdehnen: Dies ist
im wesentlichen durch Kurt Schiitte und seine Schule geschehen, aber
der Weg dahin war nicht leicht. Hier ist zunéchst ein bahnbrechendes
Resultat von Gaisi Takeuti (1967) zu nennen; ich erinnere mich seines
Vortrages, worin er zuerst iiber das Erstaunen und die Miihe berichtete,
die Detailschritte nachzuvollziehen. Immerhin konnte er einen Wider-
spruchsfreiheitsbeweis (mit syntaktischen Mitteln) fiir die Analysis mit
dem IT}-COMP3-Schema liefern. Seine Schiilerin Mariko Yasugi dehnte
das Ergebnis auf die sogenannte Al-Komprehension aus; daraufkomme
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ich gleich zuriick. In den frithen 70er Jahren gelang es im wesentlichen
Solomon Feferman, die I1}-Komprehension einer Analyse mit transfini-
ten Ordinalzahlen zu unterwerfen. Etwa gleichzeitig hat ein Doktorand
von Schiitte einen Weg gefunden, die von Takeuti verwendeten syntakti-
schen Mittel auf die Benutzung von transfiniten Ordinalzahlen zuriick-
zufuhren. Auf dieser Basis gelangte man zu dem folgenden Ergebnis der
Beweistheorie, némlich einem Widerspruchsfreiheitsbeweis (gestiitzt auf
eine — nun viel ldngere und kompliziertere transfinite Induktion) von
folgendem System:

Al-Analysis mit ,, Bar-Induktion® (kurz ,, Al+BI-Analysis®)

Hier soll unter dem technischen Ausdruck ,,Bar-Induktion“ grob gesagt
verstanden werden, dafl die Induktion (natiirlich schon in der typen-
theoretischen Sprache) nun nicht nur iiber die Zahlen, sondern auch
iiber baumartige Strukturen laufen darf. Das bedeutet eine wesentliche
Verstarkung.

Erinnern wir uns nun an die Beispiele 2) und 3), die II3- und Xi-
Komprehension in Abschnitt B. Das Komprehensionsschema in der Al-
Analysis fordert nun die Existenz solcher Mengen X, die simultan durch
eine I13- und eine L1-Komprehension bestimmt werden (dies ist nur
eine sehr grobe Beschreibung), also durch zwei Formeln ¢; und )9
aus den genannten Beispielen. Diese Komprehension ist stiarker als die
[13-COMP; und schwicher als die 13- und %3-COMP5.

Natiirlich benutzt der Widerspruchsfreiheitsbeweis — der iibrigens nur
ein Nebenergebnis eines viel stédrkeren Theorems ist — imprédikative
Mittel, wie nach dem Goédelschen Satz zu erwarten war. Aber der Beweis,
bzw. die Interpretation der benutzten Schritte darin, ist konstruktiv und
als intuitionistisch gerechtfertigt anerkannt!

Was ist das Bedeutsame an diesem Ergebnis? Die Al+BI-Analysis um-
fafit unsere durch die Geschichte gegebene Analysis und Algebra. Es sind
keine Beispiele bekannt — aufler der Mengenlehre selbst — die diesen
Rahmen tiberschreiten. Damit ist — abgesehen von den Bedingungen des
Godelschen Satzes — Hilberts Ziel fiir die iibliche klassische Mathematik
erreicht. Die durch Godel erforderliche Einschrankung ist mathematisch
de facto irrelevant, wohl aber vom grundlagentheoretischen Standpunkt
wesentlich; risikolos beweisbar ist nichts zu haben!

Die genannten Widerspruchsfreiheitsbeweise nehmen keinen Bezug auf
den Inhalt der formalen Systeme, eben z.B. der Peanoarithmetik oder
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